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Diplomsko delo z Lagrangeevo mehaniko razi²£e osnovne lastnosti restriktivnega
problema treh teles.
Najprej Lagrangeev izrek o vmesnih vrednostih odvedljive funkcije posplo²imo na
funkcije ve£ spremenljivk. Z njim posplo²imo Euler-Lagrangeevo ena£bo variacij-
skega ra£una na funkcionale vektorskih funkcij.
Nato je preko Hamiltonovega variacijskega principa uvedena Lagrangeeva meha-
nika. Deniramo Jacobijevo energijsko funkcijo in pokaºemo, kdaj se ohranja. Uve-
den je pojem cikli£nih koordinat in prikazano je, kako porodijo integrale gibanja, to
so koli£ine, ki se ohranjajo. Na nekaj osnovnih primerih je ponazorjeno delovanje
Lagrangeeve mehanike. Sledi dokaz kovariantnosti Lagrangeeve mehanike.
Naposled je z Lagrangeevo mehaniko opisan restriktivni problem treh teles. Za-
pi²emo Lagrangeevo funkcijo za telo, katerega masa je zanemarljiva v primerjavi z
masama drugih dveh teles. Sledijo izpeljave ena£b, ki dolo£ajo ravnovesne lege tega
telesa. Poi²£emo obstoje£e analiti£ne re²itve. Za primer, ko je eno od masivnej²ih
dveh teles mnogo masivnej²e od drugega, v prvem redu dolo£imo numeri£ne pri-
bliºke ravnovesnih leg, ki se jih analiti£no ne da izraziti. Nazadnje je obravnavana
²e stabilnost najdenih ravnovesnih leg.
The three-body problem
Abstract
The paper examines elementary properties of the restricted three-body problem.
Lagrange's mean value theorem is generalised to multivariate case. Using this
result, the Euler-Lagrange equations from the calculus of variations are generalised
to functionals of vector functions.
The Lagrangian mechanics is then derived from the Hamilton's principle. The
Jacobi energy function is dened and its conservation properties examined. Cyclic
coordinates are introduced and their connection to the integrals of motion is derived.
The basic mechanisms of the Lagrangian mechanics are illustrated and explained by
elementary examples. The covariance of the Lagrangian mechanics is proved.
Finally, the restricted three-body problem is examined by the Lagrangian mecha-
nics. The Lagrange function for the secondary (the body whose mass is negligible
comparable to the masses of the other two bodies) is derived. Equations that de-
termine the points of equilibrium are derived. Well known analytical solutions are
presented. In the case where one of the primaries is of negligible mass comparable
to the other one, solutions are numerically approximated to the rst order. Finally,
the stability of equilibrium points is examined.
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1. Uvod
Modelu N masnih to£k, ki se gibljejo pod medsebojnim vplivom gravitacijskih
sil, pravimo problem N teles. Re²itev problema dveh teles je znana ºe od New-
tonovih £asov, problema treh teles (in ve£) pa matematikom in zikom ni uspelo
streti. Re²evanje problema je skozi stoletja spodbudilo veliko mero raziskovanja v
nebesni mehaniki. Tu gre izpostaviti predvsem delo francoskega matematika He-
nrija Poincaréja, ki se je ukvarjal predvsem s periodi£nimi re²itvami problema in
pokazal, da je problem treh teles izjemno ob£utljiv na spremembo za£etnih pogojev:
majhna sprememba za£etnih pogojev lahko vodi do povsem druga£nih trajektorij
teles. Danes takim sistemom pravimo kaoti£ni. Omeniti je treba ²e Karla Frithiofa
Sundmana, nskega matematika, ki je na²el splo²no re²itev problema treh teles v
obliki neskon£ne poten£ne vrste, ki pa ºal konvergira prepo£asi, da bi bila lahko
uporabna za numeri£ne ra£une. Poleg tega trajektorij teles ne moremo dolo£iti ne-
posredno iz omenjene vrste [12, odsek 1.2]. S£asoma je postalo jasno, da splo²ni
problemi treh teles in ve£ niso re²ljivi v zaprti obliki, to je matemati£ni zapis, ki
vsebuje le kon£no ²tevilo operacij in ne uporablja integralov, odvodov, neskon£nih
vrst, limit in podobnega [14, poglavje 11].
Problem bomo re²evali z Lagrangeevo mehaniko, zato bomo morali najprej raz²i-
riti svoje znanje variacijskega ra£una in si ogledati nekaj osnovnih izrekov in lastnosti
Lagrangeeve mehanike v razdelku 2. Na kratko bomo omenili splo²ni problem treh
teles v razdelku 3 in se nato posvetili restriktivnemu problemu treh teles v razdelku
4, ki je zgolj eden od mnogih posebnih primerov problema treh teles. Ogledali si
bomo dinamiko problema, nato pa poiskali ravnovesne lege sistema v podrazdelku
4.1 in raziskali njihovo stabilnost v podrazdelku 4.2.
Oznake: vektorje in n-terice bomo ozna£evali s krepkim po²evnim tiskom, na
primer:
−→
F = F , (x1, . . . , xn) = x.
Parcialne odvode bomo ozna£evali s simbolom za parcialno odvajanje, na primer
∂f
∂x
za parcialni odvod f po x. Ob£asno bomo parcialni odvod ozna£ili s podpiso-
vanjem spremenljivke, po kateri odvajamo: fx. Ko bomo uporabljali slednji zapis,
bomo na to vedno opozorili.
2. Uvod v Lagrangeevo mehaniko
Lagrangeeva mehanika, imenovana po italijansko-francoskemu matematiku in
astronomu Joseph-Louisu Lagrangeu (rojenem Giuseppe Luigi Lagrangia), 1736
1813, je obravnava mehanike, idejno druga£na, a po veljavnosti enakovredna New-
tonovi mehaniki. Slednja je vektorska, dinami£ne ena£be pa dobimo iz Newtonovih
zakonov. Po drugi strani v Lagrangeevi mehaniki dinami£ne ena£be dobimo s Hamil-
tonovim variacijskim principom, izhajamo pa ne neposredno iz sil na sistem, ampak
iz energije sistema. Prednosti take obravnave mehanike so predvsem laºji prehodi
med koordinatnimi sistemi in zato laºje upo²tevanje prostorskih omejitev sistema
in bolj poenoten ²tudij njegovih simetrij, ter nekateri miselni preskoki predvsem pri
obravnavi kvantne mehanike, kamor se pa ne bomo spu²£ali.
V tem razdelku bomo vpeljali Lagrangeevo mehaniko in pokazali nekaj njenih
osnovnih in pomembnej²ih lastnosti. Rabo mehanike bomo ponazorili z nekaj osnov-
nimi primeri.
2.1. Variacijski ra£un za funkcionale vektorskih funkcij. Preden se lotimo
Lagrangeeve mehanike, moramo raz²iriti na²e obstoje£e znanje variacijskega ra£una,
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ki ga bomo potrebovali pri njeni vpeljavi. Natan£neje, izsledke variacijskega ra£una
za funkcionale funkcij ene spremenljivke bomo posplo²ili na funkcionale vektorskih
funkcij. Izhajali bomo iz Lagrangeevega izreka za funkcije ene spremenljivke, ga
posplo²ili na funkcije ve£ spremenljivk in z njim raz²irili Euler-Lagrangeevo ena£bo
na sistem ena£b. Ve£ o variacijskem ra£unu za funkcionale funkcij ene spremenljivke
lahko najdemo v viru [4].
Spomnimo se najprej Lagrangeevega izreka za odvedljive funkcije.
Izrek 2.1. [6, izrek 39] Naj bo f funkcija, zvezna na [a, b] in odvedljiva na (a, b).
Tedaj obstaja tak ξ ∈ (a, b), da velja
f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a).
Lagrangeev izrek sedaj posplo²imo na funkcije ve£ spremenljivk. Naj bo f funk-
cija, zvezna na [a1, b1] × . . . × [an, bn] v vsaki svoji spremenljivki in parcialno od-
vedljiva na (a1, b1) × . . . × (an, bn) po vsaki svoji spremenljivki. Oglejmo si razliko
dveh funkcijskih vrednosti:
f(x+ h)− f(x) = f(x1 + h1, x2 + h2, . . . , xn + hn)− f(x1, x2, . . . , xn).
V izraz vrinemo funkcijske vrednosti f v to£kah x + h̃i, kjer je h̃i vektor h z
ni£lami v prvih i komponentah. Potrebna je pazljivost pri branju: hi ozna£uje i-to
komponento izvornega vektorja h in ni enako h̃i. Pri vrivanju te£e indeks i od 1 do
n− 1. Skupaj vrinemo 2 · (n− 1) £lenov. Dobimo
f(x+ h)− f(x)
= f(x1 + h1, x2 + h2, x3 + h3, . . . , xn + hn)− f(x1, x2 + h2, x3 + h3, . . . , xn + hn)
+f(x1, x2 + h2, x3 + h3, . . . , xn + hn)− f(x1, x2, x3 + h3, . . . , xn + hn)
...
+f(x1, . . . , xi−1, xi + hi, xi+1 + hi+1, . . . , xn + hn)
−f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1 + hi+1, . . . , xn + hn)
...
+f(x1, x2, . . . , xn−1, xn + hn)− f(x1, x2, . . . ,xn−1, xn).
V vsaki od zgornjih razlik posebej se f razlikuje v natanko eni komponenti. Ker je
f zvezna v in odvedljiva po vsaki svoji spremenljivki, lahko pri vsaki od zgornjih
razlik uporabimo Lagrangeev izrek. Dobimo
f(x+ h)− f(x)
= fx1(ξ1)h1 + fx2(ξ2)h2 + . . .+ fxn(ξn)hn
=
[︁




h1, h2, . . . , hn
]︁T
,
kjer za vsak i od 1 do n velja ξi = (x1, . . . , xi−1, xi + ki, xi+1 + hi+1, . . . , xn + hn) in
je za vsak i od 1 do n ki po absolutni vrednosti manj²i od hi (in istega predznaka).




Lagrangeevega izreka je s tem zaklju£ena.
Spomnimo se sedaj pomembnega rezultata variacijskega ra£una: ekstreme funkci-
onala i²£emo med njegovimi stacionarnimi to£kami, te pa dobimo iz
Euler-Lagrangeeve ena£be. Natan£neje denirajmo stacionarno to£ko za posebne
primere funkcionalov, ki jih bomo obravnavali v delu.
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Denicija 2.2. Naj bo Y vektorski prostor zveznih realnih funkcij in F : Y → R
funkcional. Gâteuaxov odvod funkcionala F v to£ki y ∈ Y (zvezne realne funkcije
so to£ke v prostoru Y ) vzdolº funkcije v ∈ Y je limita
lim
λ→0
F (y + λv)− F (y)
λ
.
Opomba 2.3. Zgornja denicija Gâteauxovega odvoda je poseben in poenostavljen
primer bolj splo²ne denicije, ki jo lahko dobimo v virih [10, denicija 2.1] in [16].
Denicija 2.4. Stacionarna to£ka funkcionala F : Y → R je to£ka y ∈ Y , v kateri
je Gâteauxov odvod funkcionala F enak 0 vzdolº vsake smeri v ∈ Y .
Denicija stacionarne to£ke z Gâteauxovim odvodom je smiselna, saj so vse funk-
cije y ∈ Y , ki so ekstremi funkcionala F , tudi njegove stacionarne to£ke v skladu z
zgornjo denicijo.
Stacionarne to£ke funkcionala lahko ob nekaterih dodatnih predpostavkah karak-
teriziramo z Euler-Lagrangeevo ena£bo.
Izrek 2.5. Naj bo X an prostor zvezno odvedljivih realnih funkcij na intervalu [a, b]
s predpisanima kraji²£nima vrednostma: X = {y ∈ C1 ([a, b]) ; y(a) = α, y(b) = β},
in naj bo L = L(x, y, y′) : [a, b] × R × R → R funkcional, zvezno odvedljiv po
vseh svojih spremenljivkah. Funkcija y ∈ X je stacionarna to£ka funkcionala F :
X → R, F (y) =
∫︁ b
a












Izrek sledi iz dokaza izreka 2.3 v viru [4], £e upo²tevamo, da i²£e avtor eks-
treme funkcionala zgolj med njegovimi stacionarnimi to£kami. Navadno se Euler-
Lagrangeeve ena£be ne omenja neposredno v povezavi s stacionarnimi to£kami funk-
cionala, temve£ v povezavi z njegovimi ekstremi. Funkcije, ki so ekstremi funkcio-
nala, morajo zado²£ati Euler-Lagrangeevi ena£bi.
Z Lagrangeevim izrekom za funkcije ve£ spremenljivk lahko pogoj posplo²imo na
funkcionale vektorskih funkcij. Gâteauxov odvod in stacionarno to£ko za funkcionale
zveznih realnih vektorskih funkcij deniramo podobno kot v denicijah 2.2 in 2.4.
Trditev 2.6. Naj bo X an prostor zvezno odvedljivih realnih vektorskih funkcij na
intervalu [a, b] s predpisanima kraji²£nima vrednostma:
X = {y ∈ C1 ([a, b],Rm) ;y(a) = α,y(b) = β}, in naj bo L = L(x,y,y′) : [a, b] ×
Rm × Rm → R funkcional, zvezno odvedljiv po vseh svojih spremenljivkah. Vek-
torska funkcija y ∈ X je stacionarna to£ka funkcionala F : X → R, F (y) =∫︁ b
a
L(x,y,y′)dx, natanko tedaj, ko zado²£a Euler-Lagrangeevi ena£bi v vsaki koordi-











za vsak i od 1 do m, kjer je y = (y1, . . . , ym).
Opomba 2.7. [7, denicija 6 in spremljajo£e besedilo] Spomnimo se, da je vektorska
funkcija y odvedljiva v to£ki x0, ko za vsak neni£elni h obstaja limita
lim
h→0




Ker je y funkcija ene spremenljivke, lahko odvod ozna£imo kar z y′(x0) ali ẏ(x0).
Spomnimo se tudi, da je vektorska funkcija y odvedljiva v x0 natanko tedaj, ko so
v x0 odvedljive vse njene koordinatne funkcije y1, . . . , ym.
Dokaz trditve 2.6. Poiskali bomo Gâteauxov odvod funkcionala F . Naj bo h do-
pustna variacija za y, torej vektorska funkcija iz intervala [a, b] v Rm z ni£lama v
kraji²£ih: h(a) = h(b) = 0. Poglejmo si razliko funkcionala F v dveh to£kah:
F (y + λh)− F (y) =
∫︂ b
a
(L(x,y + λh,y′ + λh′)− L(x,y,y′)) dx.
Upo²tevali smo, da je (λh)′ = d
dx
(λh) = λh′, saj je λ konstanta za x. e Lagrangeev
izrek za funkcije ve£ spremenljivk uporabimo na funkcionalu, dobimo











kjer so ξ1i, η1i, ξ2i in η2i za i od 1 do n vektorske funkcije, denirane v skladu
z vektorji ξi v izpeljavi Lagrangeevega izreka za funkcije ve£ spremenljivk na za-
£etku razdelka 2.1. Njihove komponente niso realna ²tevila, temve£ realne funkcije.
Funkcije po velikosti primerjamo po to£kah: f je na intervalu [a, b] ve£ja od g, £e
je f(x) > g(x) za vsak x iz intervala [a, b]. Ponovno smo s podpisovanjem ozna£ili
parcialne odvode. Sedaj lahko dolo£imo Gâteauxov odvod funkcionala:
lim
λ→0

























Ker i²£emo stacionarno to£ko funkcionala, mora biti po deniciji 2.4 njegov
Gâteauxov odvod enak ni£ za vsako dopustno variacijo h, torej tudi za
h = [0, . . . , 0, hi, 0, . . . , 0]








za vsak i od 1 do n. Vsaka od teh enakosti pa odgovarja iskanju stacionarne to£ke





i) za i od 1 do n, kjer je yi = yi(x) zvezno odve-
dljiva realna funkcija. Torej bodo po izreku 2.5 enakosti izpolnjene, ko bo za vsako












2.2. Lagrangeeva mehanika. Opremljeni z ustreznimi orodji iz analize lahko uve-
demo Lagrangeevo mehaniko. Obravnavali bomo le nekoliko poenostavljeno razli£ico
mehanike, saj bi bila celovitej²a obravnava preobseºna za to delo. Izpeljali bomo
nekatere lastnosti Lagrangeeve mehanike, ki jih bomo, ponekod ne o£itno, potrebo-
vali pri obravnavi problema. Podrobnej²o obravnavo Lagrangeeve mehanike lahko
najdemo v virih [8] in [11].
7
Denicija 2.8. Sila F je potencialna, £e se jo da zapisati kot gradient nekega
skalarnega polja V : F = −∇V . Za sistem sil pravimo, da je potencialen, £e so vse
sile v njem potencialne.
Iz denicije sledi, da delo, ki ga potencialna sila opravi na materialno to£ko, ni
neposredno odvisno od poti to£ke in ga lahko izra£unamo kot razliko potenciala v
danih to£kah ob danem £asu: A = V (t2, q2)−V (t1, q1). Nadalje je sila lahko odvisna
le od poloºaja to£ke in £asa, ne pa tudi od hitrosti.
Denicija 2.9. Sila je konservativna, £e je potencialna in odvisna le od poloºaja
materialne to£ke. Za sistem sil pravimo, da je konservativen, £e so vse sile v njem
konservativne.
Iz denicije sledi, da je delo, ki ga konservativna sila opravi na materialno to£ko,
odvisno le od njenega za£etnega in kon£nega poloºaja. Nasprotno je delo potencialne
sile lahko odvisno tudi od £asa, ko se materialna to£ka nahaja v posamezni legi. Brez
dokaza omenimo, da velja tudi obrat: £e je delo, ki ga sila opravi na materialno to£ko,
odvisno le od za£etnega in kon£nega poloºaja to£ke, je sila konservativna. Dokaz
lahko najdemo v viru [7, dokaz izreka 39]. Omenjeni vir pojma potencialnega in
konservativnega polja ena£i, ker ne obravnava £asovne odvisnosti vektorskih koli£in.
Sedaj bomo uvedli Lagrangeevo mehaniko. Imejmo sistem N materialnih to£k
v prostoru R3. Vsako to£ko opi²emo s tremi koordinatami, zato za opis celotnega
sistema potrebujemo 3N koordinat. Prostorski poloºaj sistema lahko opi²emo z
vektorsko funkcijo x = x(t) s 3N komponentami; x : R → R3N . e je gibanje
sistema omejeno na nek podprostor, natan£neje podmnogoterost v R3N , lahko sistem
opi²emo z manj kot 3N koordinatami. V splo²nem je torej prostorski poloºaj sistema
N materialnih to£k dolo£en z vektorsko funkcijo q = q(t) zm komponentami, kjer je
m manj²i ali enak 3N ; q : R → Rm. Komponentam vektorske funkcije q, qi, pravimo
posplo²ene ali generalizirane koordinate, njihovim odvodom, q̇i, pa posplo²ene ali
generalizirane hitrosti, podobno kot odvodom navadnih koordinat pravimo hitrosti.
Pri prehodu na nove (posplo²ene) koordinate ne rabimo obdrºati nobene od prvotnih
koordinat.
Denicija 2.10. Za sistem materialnih to£k, prostorsko dolo£en z vektorsko funkcijo
q = q(t), pod vplivom potencialnega sistema sil deniramo Lagrangeevo funkcijo
L = L(t, q, q̇) kot L = T − V , kjer je T = T (t, q, q̇) kineti£na energija sistema,
V = V (t, q) pa potencialna energija sistema. Pogoj potencialnosti sistema sil je
potreben, da lahko potencial V zaobjame vse sile na sistem.
Opomba 2.11. To je poseben primer splo²nej²e denicije. Podrobnej²i komentar
sledi po naslednji deniciji in principu, v opombi 2.14.
Denicija 2.12. Nuja ali akcija sistema materialnih to£k je denirana kot




Princip 2.13 (Hamiltonov princip). Vektorska funkcija q = q(t), ki opisuje razvoj
sistema materialnih to£k pod vplivom konservativnega sistema sil, je stacionarna
to£ka nuje sistema.
Hamiltonov princip privzamemo kot postulat. Nuja sistema je funkcional vektor-
ske funkcije. e naj bo ustrezna vektorska funkcija stacionarna to£ka nuje, mora
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za vsak i od 1 do m.
Opomba 2.14. V splo²nem je Lagrangeeva funkcija poljubna funkcija na tangen-
tnem sveºnju konguracijskega prostora sistema, ki preko Euler-Lagrangeevih ena£b
porodi prave dinami£ne ena£be. Lagrangeeva funkcija, ki predstavlja mehanski sis-
tem, pa je oblike T − V , kjer je T kineti£na energija sistema. e sistem sil ni kon-
servativen, V ne predstavlja nujno potencialne energije sistema. Ve£ o tem bomo
povedali v razdelku 4. Razen kjer bo navedeno druga£e, bodo vsi sistemi sil v
tem diplomskem delu konservativni. Od tu dalje bomo Euler-Lagrangeeve ena£be
imenovali kar Lagrangeeve.
Opomba 2.15. Hamiltonov princip (sorodno, a ne povsem enako kot princip naj-
manj²e nuje) se je skozi zgodovino izkazal za smiseln postulat, saj se zika, izpeljana
iz njega, ujema s ziko, izpeljano iz Newtonovih zakonov. Denicija nuje se lahko
razlikuje med podro£ji zike. Pogoj (1) se lahko za enako denirano Lagrangeevo
funkcijo (denicija 2.10) izpelje tudi neposredno iz Newtonovih ena£b. V dolo£enih
okoljih je en pristop morda ustreznej²i od drugega. Tu izhajamo iz Hamiltonovega
principa predvsem zaradi njegove bogatej²e matemati£ne vsebine, in ker je ta pot
ra£unsko manj naporna, £etudi hkrati manj elementarna.
Primer 2.16. Na primeru prostega delca v prostoru pokaºimo, da iz Lagrangeeve
funkcije v kartezi£nih koordinatah dobimo Newtonove ena£be gibanja. Kineti£na
energija delca je T = 1
2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2), potencial pa naj bo odvisen le od poloºaja
to£ke: V = V (x,y,z). Lagrangeeva funkcija je tako
L = T − V = 1
2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− V (x,y,z).



















kar je pa ravno drugi Newtonov zakon za koordinato x. Enaka izraza dobimo tudi
za koordinati y in z. Silo lahko zapi²emo kar v vektorski obliki:
F = mr̈ = −∇V.
V zgornjem izrazu lahko prepoznamo splo²no obliko Newtonovega drugega zakona.
♢
Pogosto lahko iz Lagrangeeve funkcije L hitro dobimo celotno mehansko energijo
sistema, ki ga L opisuje. Tu nam pride prav naslednja koli£ina.








Naslednji dve trditvi in dokaza sta povzeta po virih [13, odsek 2.6.2] in [14, odsek
2.3].
Trditev 2.18. Imejmo sistem materialnih to£k pod vplivom konservativnega sistema
sil. Denimo, da poznamo Lagrangeevo funkcijo sistema v obliki L = T − V , kjer
je T kineti£na energija sistema in V potencialna energija sistema. e je kineti£na
energija sistema T kvadratna forma posplo²enih hitrosti q̇i, potencialna energija V pa
od njih ni eksplicitno odvisna, Jacobijeva energijska funkcija ustreza celotni mehanski
energiji sistema, to je J = T + V .
Opomba 2.19. V splo²nem ne poznamo nujno raz£lenitve Lagrangeeve funkcije
L na kineti£no energijo T in potencialno energijo V . V splo²nem lahko o energiji
govorimo le preko Jacobijeve energijske funkcije J .






Ker ni V od q̇i eksplicitno odvisna za noben i (kar navadno drºi ºe zaradi konserva-













q̇i − L = 2T − (T − V ) = T + V.
V izrazu na desni prepoznamo celotno mehansko energijo sistema. Trditev je s tem
dokazana. □




(v kartezi£nem koordinatnem sistemu so to komponente vektorja gibalne
koli£ine, £e le potencial ni odvisen od hitrosti delca), Hamiltonova funkcija, ki igra v
Hamiltonovi mehaniki podobno vlogo kot Lagrangeeva funkcija v Lagrangeevi me-
haniki, pa kot H = q̇ · p − L. Hamiltonova funkcija z ra£unskega vidika sovpada
z Jacobijevo energijsko funkcijo, a je Hamiltonova funkcija denirana na faznem
prostoru sistema, (q̇,p), Jacobijeva energijska funkcija pa na tangentnem sveºnju
konguracijskega prostora sistema, (q, q̇).
Trditev 2.21. e Lagrangeeva funkcija L ni eksplicitno odvisna od £asa, se Jaco-
bijeva energijska funkcija J ohranja.



























. e to enakost upo²tevamo pri
sumandih v prvi vsoti in hkrati ²e dqi
dt



























































Ker Lagrangeeva funkcija po predpostavki ni eksplicitno odvisna od £asa, je desna
stran ena£be enaka ni£. Trditev je dokazana. □
e torej Lagrangeeva funkcija (in posledi£no tudi potencialna energija) ni ekspli-
citno odvisna od £asa in je T kvadratna forma hitrosti, se celotna mehanska energija
sistema ohranja.
Vsaka koordinata, ki v Lagrangeevi funkciji ne nastopa eksplicitno, nam porodi
koli£ino, ki se v sistemu ohranja. Imejmo Lagrangeevo funkcijo v koordinatah
q1, . . . , qn. Recimo, da Lagrangeeva funkcija ni eksplicitno odvisna od koordinate















Koordinatam, ki v Lagrangeevi funkciji ne nastopajo eksplicitno, pravimo cikli£ne
koordinate. Vsaka cikli£na koordinata nam torej porodi eno posplo²eno gibalno
koli£ino, ki se ohranja. Obrat pa ne velja nujno. V sistemu se lahko ohranjajo tudi
koli£ine, ki jih ne moremo dobiti iz cikli£nih koordinat.
Primer 2.22. Obravnavajmo gibanje delca v polarnih koordinatah pod vplivom
centralnega potenciala V = V (r). Za tak²no gibanje vemo, da je ravninsko. Velikost
hitrosti delca je v =
√︁
ṙ2 + r2φ̇2 (hitrost delca razdelimo na radialno in tangentno














V izrazu mr2φ̇ prepoznamo velikost vrtilne koli£ine. Dobili smo torej zakon o ohra-

















mr̈ = mrφ̇2 − ∂V
∂r
.
V mr̈ prepoznamo rezultanto sil v radialni smeri, v mrφ̇2 pa velikost centripetalne
sile. e telo kroºi po kroºnici, je r̈ = 0 in dobimo mrφ̇2 = ∂V
∂r
, kar je drugi Newtonov
zakon za kroºe£e telo.

























+ V (r) = E.
Ker L ni eksplicitno odvisna od £asa, pridemo do pravilnega zaklju£ka, da se energija
ohranja. ♢
Kot smo omenili ºe na za£etku razdelka, je morda poloºaj sistema materialnih
to£k omejen le na del celotnega konguracijskega prostora. Primer tak²nega sis-
tema je nihalo, sestavljeno iz uteºi na togi palici. Recimo, da lahko vsako omejitev
sistema zapi²emo kot vez oblike f(q, t) = 0 za neko funkcijo f . Vezem, ki se jih da
zapisati v taki obliki (f = 0), pravimo holonomne vezi. Brez spu²£anja v podrob-
nosti omenimo, da je obstoj zgolj holonomnih vezi v sistemu zadosten pogoj, da se
gibanje sistema lahko opi²e s posplo²enimi koordinatami [13, konec razdelka 2.1 in
za£etek razdelka 2.2]. Vsaka vez zmanj²a ²tevilo potrebnih koordinat za 1. e vezi
nimamo, potrebujemo za sistem N teles v trorazseºnem prostoru 3N koordinat.
Primer 2.23. Obravnavajmo gibanje telesa v polarnih koordinatah, ki pod vplivom
centralnega potenciala V = V (r) kroºi po kroºnici s polmerom a in sredi²£em v
izhodi²£u koordinatnega sistema. Omejitev lahko zapi²emo kot vez f(r) = r−a = 0,





ma2φ̇2 − V (a).
Iz Lagrangeevih ena£b za φ dobimo kot prej
ma2φ̇ = konst.,
kar ustreza ohranitvi vrtilne koli£ine in posledi£no konstantni kotni hitrosti. Ker
ena£b po spremenljivki r nimamo, smo prikraj²ani za eno ena£bo, a hkrati tudi za
eno spremenljivko. Dokler nas strogo zanima le £asovni razvoj sistema, dodatnih
ena£b ne potrebujemo, saj je r ºe dolo£en z vezmi, obna²anje φ pa z Lagrangeevimi
ena£bami. e bi nas pa dodatno zanimala odvisnost med r in potencialom V (r),
bi morali re²evati raz²irjeni sistem kot v primeru 2.22 in ²ele na koncu v ena£be
vstaviti r = a. ♢
Izbira koordinat, v katerih obravnavamo sistem, je povsem poljubna, kar je najve-
£ja prednost Lagrangeeve mehanike pred Newtonovo. Oblika Lagrangeeve funkcije
se lahko pri prehodu med koordinatami spremeni, a Lagrangeeve ena£be, ki jih po-
rodi, so si med seboj enakovredne v vseh koordinatah. Pravimo, da so Lagrangeeve
ena£be kovariantne. Noben koordinatni sistem ni privilegiran nad drugim; vse re²i-
tve so si skladne.
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Trditev 2.24. Dinami£ne ena£be, ki jih porodi Lagrangeeva funkcija, so si enako-
vredne ne glede na izbiro koordinatnega sistema.
Dokaz. [9, izrek 1.22] Denimo, da je L Lagrangeeva funkcija sistema v koordinatah
x1, . . . , xm. Vemo, da L zado²£a Lagrangeevim ena£bam v vsaki svoji spremen-
ljivki. Naj bo q1, . . . , qn sistem novih koordinat. Pokazali bomo, da L zado²£a
Lagrangeevim ena£bam v koordinatah (x1, . . . , xm) = x natanko tedaj, ko zado²£a
Lagrangeevim ena£bam v koordinatah (q1, . . . , qn) = q. Zapi²emo lahko
L = L(t,x, ẋ) = L(t, q, q̇),
qi = qi(t, x1, . . . , xm),
xi = xi(t, q1, . . . , qn).






















faktor, ki se v odvodu dxi
dt




























Pri odvajanju po qi moramo posredno parcialno odvajati tudi po ẋj, saj je lahko
hitrost ẋ posredno preko koordinat x odvisna tudi od novih koordinat q. Podobno
je tudi hitrost q̇ lahko odvisna tudi od koordinat x, a tega v dokazu ne potrebujemo.



















































































Tu je na mestu opomba, da sta xj in qi koordinati, ki sta odvisni le od drugih
koordinat in ne od hitrosti. Zato tu parcialnih odvodov po q̇k ne potrebujemo.



















































































































































Zadnja enakost z 0 velja po predpostavki. Vidimo torej, da L zado²£a Lagrange-
evim ena£bam v poljubnih koordinatah, £e jim zado²£a vsaj v enih, kar je ravno
kovariantnost Lagrangeevih ena£b. □
3. Problem N teles
Zaprtemu sistemu N masnih to£k pod medsebojnim vplivom gravitacijske sile
pravimo problem N teles. Sistem je zaprt, £e nanj ne delujejo zunanje sile, to so
sile, katerih izvor ni v sistemu [1, stran 11]. Znano je, da za splo²ne probleme
treh ali ve£ teles njihovih trajektorij ni mogo£e izraziti v zaprti obliki [14, poglavje
11]. Ve£ je znanega o posebnih primerih problema treh teles. V tem delu se bomo
posvetili restriktivnemu problemu treh teles, kjer je masa enega od teles tako majhna
v primerjavi z masama drugih dveh, da se njegov gravitacijski vpliv na preostali dve
telesi zanemari; zanemari se maso tretjega telesa kot sestavni del sistema sploh.
V tem razdelku si bomo pogledali dve splo²ni lastnosti zaprtih sistemov, ki sledijo
ºe iz Newtonovih zakonov.
Denicija 3.1. Masno sredi²£e n to£kastih teles z masamim1, . . . ,mn in krajevnimi
vektorji q1, . . . , qn je to£ka s krajevnim vektorjem q ∗, za katerega velja
n∑︂
i=1






mi(qi − q ∗) =
n∑︂
i=1


















Trditev 3.2. Masno sredi²£e zaprtega sistema n to£kastih teles miruje ali pa se
giblje enakomerno premo£rtno.
Dokaz. Naj bo qi = qi(t) krajevni vektor i-tega telesa, Fji sila j-tega telesa na i-to
telo, Fi pa rezultanta sil na i-to telo. Ker zunanjih sil, ki ne bi izvirale iz drugih






Po drugem Newtonovem zakonu velja
Fi = miqï.



























mi = M q̈
∗,
kjer je M =
∑︁n
i=1mi skupna masa vseh teles, v predzadnji enakosti pa smo upo²te-
vali ena£bo (6). Dobili smo
M q̈ ∗ = 0,
iz £esar po prvih dveh Newtonovih zakonih trditev o£itno sledi. □
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4. Restriktivni problem treh teles
Pri²li smo do glavnega razdelka te diplomske naloge, ki pa je zaradi obseºnosti
problema treh teles ºal edini razdelek z vsebino, vezano izklju£no nanj. Od izrekov
in lastnosti, ki veljajo za splo²ne probleme treh teles, izrekov o trkih ter izrekov
o stabilnosti in pobegih, do posebno urejenih postavitev treh teles in numeri£nih
simulacij nekaterih, je vsebin preve£, da bi na tridesetih straneh vsaki namenili
podrobnej²o obravnavo. Raje kot da bi povr²no pregledali ve£ji obseg vsebin, bomo
podrobneje preu£ili restriktiven problem treh teles. Rezultate bomo izpeljali v celoti,
privzeli bomo le izsledke problema dveh teles. Za obravnavo bomo potrebovali
vsebino prej²njih razdelkov tega diplomskega dela.
Opazujemo tri telesa z masami m1, m2 in m3 pod medsebojnim vplivom gravi-
tacijskih sil. Masa m3 je zanemarljivo majhna v primerjavi z masama m1 in m2,
zato gravitacijsko silo tretjega telesa na prvi dve zanemarimo, skupno masno sredi-
²£e vseh treh teles pa dolo£imo kar kot skupno masno sredi²£e prvih dveh. Telesa
obravnavamo kot to£kasta. Z vidika astronomije je to povsem upravi£eno, saj so
velikosti teles v vesolju zanemarljivo majhne v primerjavi z njihovimi medsebojnimi
razdaljami.
Kot znano privzemimo re²itev problema dveh teles: dve telesi v medsebojnem
privlaku kroºita po konfokalnih elipsah s svojim skupnim masnim sredi²£em v uje-
majo£em gori²£u. Kotni hitrosti teles nista nujno konstantni, sta si pa stalno enaki.
Obravnavali bomo le primer, ko sta ti elipsi kar kroºnici. Omejitev na kroºni pri-
mer z astronomskega vidika ni pretirano poenostavljanje, saj so taki primeri precej
pogosti, recimo sistemi Sonca, planeta in asteroida. Z izjemo Merkurja kroºijo vsi
planeti na²ega oson£ja okoli Sonca po elipsah z zelo nizko ekscentri£nostjo.
Ozna£imo z R medsebojno razdaljo prvih dveh teles, z r1 in r2 pa njuni oddalje-
nosti od njunega skupnega masnega sredi²£a. Po deniciji masnega sredi²£a velja
m1r1 = m2r2,
m1r1 = m2(R− r1),
(m1 +m2)r1 = m2R.
e uvedemo reducirano maso µ = m1m2
m1+m2










Iz trditve 3.2 sledi, da masno sredi²£e teles miruje ali se giblje enakomerno. Ker
je sistem zaprt, se njegova vrtilna koli£ina ohranja, torej je kotna hitrost obeh teles,
ozna£imo jo z ω, konstantna (ω je velikost vektorja vrtilne koli£ine ω, ki pa ima
stalno smer). Ker na vsako od obeh teles deluje le gravitacijska sila drugega, po











ω2R3 = G(m1 +m2),(8)
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Slika 1. Telesa 1, 2 in 3 z masami m1, m2 in m3 v ravnini ob £asu t = 0.
kjer je G gravitacijska konstanta. V zvezi lahko prepoznamo tretji Keplerjev zakon:
kub ve£je polosi orbite planeta je sorazmeren kvadratu njegove obhodne dobe. Zakon
lahko uporabimo na poljubnih parih nebesnih teles (ne velja zgolj za pare Sonca
in planeta). V na²em primeru telesi kroºita po kroºnicah, zato je velika polos kar
polmer kroºnice, kotna hitrost obeh teles pa je stalna in zato obratno sorazmerna
obhodni dobi telesa: t0 = 2πω . Iz zveze (8): ω






2, kar je ravno tretji Keplerjev zakon.
Umestimo sedaj telesi v koordinatni sistem (glej sliko 1). Koordinatno izhodi²£e
postavimo v njuno skupno masno sredi²£e. Koordinatni sistem lahko poljubno za-
vrtimo, da se ob £asu t = 0 prvi dve telesi nahajata na osi x. Upo²tevajo£ zvezo (7)

















Sedaj se lahko posvetimo tretjemu telesu. Naj bosta na za£etku (ob t = 0)
tretje telo in njegova hitrost v ravnini prvih dveh teles. Ker so vse sile na tretje
telo v tej ravnini, mora biti tudi pospe²ek telesa v njej, zato tretje telo ostane v
ravnini. Iz astronomskega vidika tudi ta predpostavka ni pretirano poenostavljanje,
saj so take medsebojne lege teles pogoste. Ozna£imo z r oddaljenost tretjega telesa
od izhodi²£a, s φ njegov polarni kot v polarnem koordinatnem sistemu ter z ρ1
in ρ2 njegovo oddaljenost od prvega in drugega telesa, kot je prikazano na sliki 1.
Odlo£itev, da postavimo prvo telo na negativni del osi x, je povsem poljubna.
Po kosinusnem izreku velja
ρ1
2(t) = r2 + r1
2 − 2rr1 cos(π + ωt− φ).
Upo²tevamo zvezo (7) in zvezo cos(π + x) = − cosx, da dobimo
ρ1









2(t) = r2 + r2
2 − 2rr2 cos(ωt− φ)
dobimo
ρ2
2(t) = r2 +
µ2
m22
R2 − 2 µ
m2
Rr cos(ωt− φ).










Lagrangeeva funkcija za tretje telo je torej















Ne da bi tu odvajali, omenimo, da Lagrangeeva ena£ba, porojena iz koordinate r,
ustreza drugemu Newtonovemu zakonu za sile, ena£ba, porojena iz koordinate φ, pa
drugemu Newtonovemu zakonu za navore.
Ker je kineti£na energija kvadratna forma ṙ in φ̇, potencial pa od njiju ni eksplici-
tno odvisen, po trditvi 2.18 Jacobijeva energijska funkcija ustreza celotni mehanski
energiji sistema. Ker pa je Lagrangeeva funkcija preko ρ1 in ρ2 eksplicitno odvisna
od £asa (natan£neje: ker njen parcialni odvod po £asu ni identi£no enak ni£), iz
zveze (2) v dokazu trditve 2.21 sledi, da se celotna mehanska energija tretjega telesa
ne ohranja. Eksplicitne £asovne odvisnosti se lahko znebimo z uvedbo nove koordi-
nate: θ = ωt−φ. Velja: φ̇ = ω− θ̇. Z menjavo koordinate smo pre²li v koordinatni
sistem, ki se vrti skupaj s prvima dvema telesoma. Obe telesi v novem koordina-
tnem sistemu mirujeta. Novi sistem ni inercialen glede na prej²njega. V njem na
telesa delujeta sistemski sili: centrifugalna sila −mω × (ω × r) in Coriolisova sila
−2mω × ṙ. Pomembno je opaziti, da je centrifugalna sila odvisna (poleg mase in
kotne hitrosti koordinatnega sistema) le od oddaljenosti telesa od izhodi²£a, in je
zato konservativna sila, ki jo lahko zapi²emo kot gradient nekega potenciala, Corio-
lisova sila pa je odvisna od hitrosti telesa v novem sistemu, zato ni konservativna in
je ne moremo zapisati kot gradient nobenega potenciala v obi£ajnem pomenu pojma
potencial. Namre£ skalarno polje je potencial sile, £e delo sile na telo ustreza razliki
potenciala med kon£no in za£etno to£ko. Za sile, odvisne od hitrosti telesa, to o£itno
ni mogo£e.
Ker sistem sil ni konservativen, v Lagrangeevi funkciji L = T−V s kineti£no ener-
gijo T koli£ina V ne predstavlja ve£ potencialne energije, ²e vedno pa tvori skupaj
s kineti£no energijo T Lagrangeevo funkcijo, ki preko Lagrangeevih ena£b porodi
ustrezne dinami£ne ena£be. Takemu funkcionalu V pravimo posplo²eni potencial.
Posplo²eni potencial izpolnjuje vse svoje vloge znotraj Lagrangeeve mehanike, ne
gre ga pa tolma£iti kot potencialno energijo. Kako se posplo²eni potencial navadno
poi²£e, je onkraj te razprave. Ve£ o tem je mo£ najti v virih [8, odsek 1.5] in [2].
Tu bomo Lagrangeevo funkcijo pretvorili v novi koordinatni sistem in iz rezultata
sklepali na posplo²eni potencial.























































Prva dva £lena (znotraj oklepaja) ustrezata kineti£ni energiji tretjega telesa v novem
koordinatnem sistemu, tretji £len vna²a Coriolisovo silo, £etrti £len ustreza potenci-
alni energiji centrifugalne sile, zadnja dva pa gravitacijski potencialni energiji. Izraz
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lahko razdelimo na dva dela: kineti£no energijo, ki jo prepoznamo po formuli, in























Zadnje tri £lene posplo²enega potenciala se navadno zdruºi v novi efektivni poten-
cial Ve, ki je potencial v obi£ajnem pomenu pojma, torej potencialna energija nekih
sil. Natan£neje, potencialna energija gravitacijskih sil in sistemske centrifugalne sile.
To so tudi vse konservativne sile na tretje telo. Od tu dalje bomo govorili izklju£no
o efektivnemu potencialu, ki ga bomo zavoljo ve£je preglednosti besedila ozna£evali
kar z V in ga imenovali potencial. Potencial in V  se od tu dalje torej nana²ata
na













V novem koordinatnem sistemu moramo zapisati ²e razdalji ρ1 in ρ2, ki sta postali
ρ1








2 = r2 +
µ2
m22
R2 − 2 µ
m2
Rr cos(θ).
Lagrangeeva funkcija ni ve£ eksplicitno odvisna od £asa, zato se Jacobijeva ener-
gijska funkcija po trditvi 2.21 ohranja. Ker pa je zaradi Coriolisove sile posplo²eni
potencial V odvisen tudi od (kotne) hitrosti delca, trditve 2.18, ki pravi, da Ja-
cobijeva energijska funkcija ustreza polni energiji sistema, ne moremo uporabiti.




















































Kot smo omenili ºe zgoraj, prva dva £lena predstavljata kineti£no energijo tretjega
telesa v vrte£em koordinatnem sistemu, preostali trije pa njegovo potencialno ener-
gijo. Prispevek Coriolisove sile je ni£eln, saj je vedno pravokotna na smer gibanja
telesa, in dela nanj ne opravlja. Jacobijeva energijska funkcija torej ustreza celo-
tni mehanski energiji tretjega telesa. Zaklju£imo lahko, da se slednja v vrte£em
koordinatnem sistemu ohranja.
4.1. Lagrangeeve to£ke. Naravno se je vpra²ati, ali za tretjo telo obstajajo rav-
novesne lege in ali so stabilne. V tem razdelku jih bomo poiskali, v naslednjem pa
raziskali njihovo stabilnost.
V ravnovesnih legah je rezultanta sil na telo enaka 0. Za konservativne sisteme sil
je to enakovredno iskanju stacionarnih to£k potencialne energije, saj je rezultanta
sil gradient nje.
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eprav imamo opravka z nekonservativnim sistemom sil, bomo ravnovesne lege
vseeno na²li kot stacionarne to£ke potencialne energije tretjega telesa: v ravnovesni
legi mora biti telesu omogo£eno mirovanje, Coriolisova sila, ki je edina nekonserva-
tivna sila na telo, pa na mirujo£a telesa ne deluje. I²£emo torej to£ke v ravnini,
kjer je rezultanta konservativnih sil enaka 0, kar ustreza iskanju stacionarnih to£k

















































































































e je r enak 0, dobimo ravnovesno lego tretjega telesa v koordinatnem izhodi²£u.
Ker se koordinatni sistem vrti okoli koordinatnega izhodi²£a, tretje telo miruje tudi
v inercialnem koordinatnem sistemu in je potemtakem v ravnovesju. Nadalje, ker
sta v mirujo£em sistemu gravitacijski sili prvih dveh teles edini sili na telo, morata
biti izena£eni. Spomnimo se, da je koordinatno izhodi²£e masno sredi²£e prvih dveh
teles in je zato bliºje masivnej²emu izmed obeh. Gravitacijski sili na tretje telo sta
torej lahko izena£eni le, £e sta prvi dve telesi enako masivni. V nasprotnem primeru
bi po deniciji masnega sredi²£a tretje telo bilo bliºje masivnej²emu ob obeh in zato
ne bi bilo v ravnovesju. Do enakega zaklju£ka lahko pridemo tudi z ra£unom, £e
gravitacijski sili obeh teles izena£imo in upo²tevamo, da je razdalja do prvega µ
m1
R,
do drugega pa µ
m2
R.










Lo£imo tri primere: θ = 0, θ = π in θ ∈ (0, π). Ker je problem simetri£en glede
na os x, se lahko omejimo na iskanje ravnovesnih leg v prvih dveh kvadrantih. Z
zrcaljenjem £ez os x bomo dobili ²e preostale. V prvih dveh primerih je sin θ enak
0, zato je ena£ba (13) samodejno izpolnjena. V tretjem primeru pa sin θ ni enak 0,
zato ga lahko na obeh straneh okraj²amo. Dobimo pogoj ρ1 = ρ2. Imenovalca v
ena£bi (13) nimata ni£el.
Obravnavajmo najprej primer θ = 0. Iz ena£be ∂V
∂r













e v ena£bo vstavimo ustrezna odvoda, okraj²amo odve£ne minuse in upo²tevamo


















Kotna hitrost koordinatnega sistema ω ni prost parameter, temve£ je dolo£ena ºe
z masama prvih dveh teles in razdaljo med njima z zvezo (8), ki je do sedaj ²e















































































)︂2)︃ 32 = 0.
Dvo£lenik v imenovalcu drugega £lena je strogo pozitiven, saj je vsota pozitivnih
koli£in, dvo£lenik v imenovalcu tretjega £lena pa ni, zato moramo pri kraj²anju
kvadrata in korena tam uporabiti absolutne vrednosti. Ni£lo tega dvo£lenika lahko
zanemarimo, saj bi ustrezala primeru, ko se tretje telo prekriva z drugim. e torej











































Nobena od zgornjih ena£b ni analiti£no re²ljiva. e odpravimo ulomke, dobimo
polinoma pete stopnje. Odvisnost r od ostalih koli£in bomo dolo£ili numeri£no, a
zato moramo najprej ena£bi pretvoriti v brezdimenzijsko obliko. Uvedemo brezdi-
menzijski koli£ini α = m1
m2
in β = r
R
. Koli£ine v ena£bah postanejo


















, r = βR.







































































zvezo, dolo£eno z ena£bo































zaporedoma zvezi, dolo£eni z ena£bama














Izkaºe se, da obstajajo po upo²tevanju omejenosti veljave zgornjih ²tirih zvez za
vsako poljubno izbrano α natanko trije pari (α, β), ki re²ijo vsaj eno od ena£b.
Trditev bomo utemeljili le na kratko. Poglejmo izraz na levi strani ena£be (16),





. Izraz ima za pozitivni
α in β le en pol, pri β = α
1+α
, kar je pa ravno na meji obmo£ja, na katerem zveza
velja. Znotraj tega obmo£ja polov torej ni. Ker sta α in β pozitivni, so vsi trije
£leni v izrazu razli£ni od 0 in ne spreminjajo predznaka. Izberimo si poljubno α.
Ko β nara²£a od 0 proti α
1+α
, prvi £len strogo monotono pada proti neki negativni
konstanti, drugi £len strogo monotono pada proti neki pozitivni konstanti, tretji £len
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pa strogo monotono pada proti negativni neskon£nosti. Na meji β → α
1+α
je izraz
torej negativen. Na meji β = 0 izraz postane




e je α ve£ja od 1, je izraz pozitiven. Izraz znotraj obmo£ja spremeni predznak,
torej ima ni£lo. Ker pa se vsi £leni spreminjajo strogo monotono, je to edina ni£la na
tem obmo£ju. e je α manj²a od 1, je izraz negativen. Ker se vsi £leni spreminjajo
strogo monotono, izraz na obmo£ju ne spremeni predznaka in zato nima ni£le.
Za izraz na levi strani ena£be (18) prav tako ugotovimo, da pri poljubno dolo£eni
α z nara²£anjem β proti 1
1+α
(ki je zgornja meja obmo£ja, kjer zveza, dolo£ena
z ena£bo, velja) vsi trije £leni strogo monotono padajo: prvi proti neki negativni
konstanti, drugi proti negativni neskon£nosti, tretji pa proti neki pozitivni konstanti.
Na zgornji meji je zato izraz negativen. Na meji β = 0 izraz postane




Obratno kot prej pa je ta izraz pozitiven za α manj²e od 1. Vsi premisleki se
obrnejo. Ena£bi (16) in (18) imata torej skupaj natanko eno veljavno re²itev. V
robnem primeru, ko je α enaka 1, dobimo za obe ena£bi re²itev pri β je 0, ki v
ravnini ustreza isti to£ki za obe ena£bi: koordinatnemu izhodi²£u.
leni v izrazih na levi strani ena£b (17) in (19) ponovno vsi monotono padajo,
ko pri poljubno izbrani α nara²£a β. Prvi £len je v obeh izrazih negativen, ostala
dva pa v obeh pozitivna. Oba izraza na svoji spodnji meji, α
1+α
za prvega in 1
1+α
za
drugega, divergirata proti pozitivni neskon£nosti. Ko pa β nara²£a preko vseh mej,
pada prvi £len obeh izrazov monotono proti negativni neskon£nosti, ostala dva pa
monotono proti 0. Vsak od obeh izrazov ima torej za dano α natanko eno ni£lo na
obmo£ju, kjer zvezi, dolo£eni z ena£bama, veljata.
Pri poljubno izbrani α obstajajo potemtakem res natanko trije pari (α, β), ki re²ijo
vsaj eno od ena£b. Vsakemu od teh parov pripada Lagrangeeva to£ka. Lagrangeevo
to£ko, ki leºi na zveznici med telesoma, imenujemo L1 in je re²itev ena£be (16) ali
(18). To£ko, ki leºi onkraj telesa na pozitivnem delu osi x, imenujemo L2, to£ko, ki
leºi onkraj telesa na negativnem delu osi x, pa L3. Da to£ke res leºijo na opisanih
poloºajih, je o£itno, saj se prvi dve telesi nahajata na mejah obmo£ij veljavnosti
ena£b. Gra krivulj, ki jih dolo£ajo ena£be (16)(19), so na sliki 2. Skicirani so tudi
trije primeri Lagrangeevih to£k na sliki 3.
Dolo£imo pribliºne poloºaje Lagrangeevih to£k za primer, ko je masa prvega telesa
mnogo ve£ja od mase drugega. Velja torej m1 ≫ m2 ≫ m3 oziroma α ≫ 1.
Govorimo o velikostnem redu α vsaj 1000. Poi²£imo najprej grob pribliºek poloºaja










zveza med α in β, ki jo dolo£a, pa postane veljavna za pribliºno β ∈ (0, 1). Za
vrednosti β, ki niso blizu 1, ena£ba ne more biti re²ljiva: ker je α velikega veliko-
stnega reda, se prva dva £lena se²tejeta v ²tevilo velikega velikostnega reda, £e β ni
dovolj blizu 1, hkrati pa tretji £len ni velikostnega reda, primerljivega z redom α.
Na primer, £e bi zahtevali obstoj re²itve pri β enaki 0,8, bi morala biti α pribliºno
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Slika 2. Spodnje ²tiri slike prikazujejo re²itve ena£b (16)(19). Natan£-
neje, prikazujejo krivulje β = β(α), dolo£ene z zgornjimi ena£bami. Te-
oreti£ni obstoj krivulj je mo£ dokazati z izrekom o implicitni funkciji. S
podobnimi argumenti kot prej se pokaºe, da odvodi po β nimajo ni£el na
ustreznih obmo£jih. Na vseh grah je na osi x prikazana α = m1m2 v loga-
ritemskem merilu, na osi y pa β = rR v navadnem merilu, a ne enakem za
vse grafe. Opazimo lahko, da poljubna navpi£nica α = konst. seka skupaj
natanko tri polne krivulje na spodnjih ²tirih slikah. Prese£i²£a so Lagran-
geeve to£ke. Polni krivulji na grah 2a in 2c imata le eno skopno to£ko:
(1, 0). Grafa v posameznem stolpcu sta si simetri£na glede na navpi£nico
α = 1. Vlogi prvega in drugega telesa se zamenjata, ko α prestopi vrednost
1.
(a) Polna £rta: krivulja, dolo£ena z ena£bo
(16). Prekinjena £rta: krivulja β = α1+α .
Prekinjena krivulja prikazuje mejo obmo£ja,
na katerem je ena£ba (16) veljavna. Polna
krivulja je vedno pod prekinjeno, torej vedno
znotraj veljavnega obmo£ja.
(b) Polna £rta: krivulja, dolo£ena z ena£bo
(17).
(c) Polna £rta: krivulja, dolo£ena z ena£bo
(18). Prekinjena £rta: krivulja β = 11+α .
Prekinjena krivulja prikazuje mejo obmo£ja,
na katerem je ena£ba (18) veljavna. Polna
krivulja je vedno pod prekinjeno, torej vedno
znotraj veljavnega obmo£ja.
(d) Polna £rta: krivulja, dolo£ena z ena£bo
(19).
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Slika 3. Na spodnjih treh slikah so skicirani poloºajih Lagrangeevih to£k
v inercialnem koordinatnem sistemu ob £asu t = 0 za razli£na razmerja mas
prvega in drugega telesa. rne pike ponazarjajo Lagrangeeve to£ke, sive pa
prvi dve telesi. Na tretji sliki je zaradi preglednosti narisan le del orbit.
Sredi²£e vseh narisanih orbit je skupno masno sredi²£e prvih dveh teles, ki
je vedno v koordinatnem izhodi²£u. Velikosti teles niso v razmerju niti med
seboj niti z medsebojnimi razdaljami.
(a) α = 1. Polna £rna £rta:
orbita telesa v to£kah L2 in L3.
Prekinjena siva £rta: orbita te-
les m1 in m2. Telo v to£ki L1
miruje.
(b) α = 81,3: sistem Zemlje,
m1, in Lune, m2. Polne £rne
£rte: orbite teles v to£kah L1,
L2 in L3. Prekinjena siva £rta:
orbita Lune. Orbito Lune in
telesa v L3 je teºko razlo£iti.
Orbite Zemlje se ne vidi, ker
je premajhna.
(c) α = 1050: sistem Sonca,
m1, in Jupitra, m2. Zaradi
preglednosti je narisan le del
slike. Polni £rni £rti: orbiti
teles v to£kah L1 in L2. Pre-
kinjena siva £rta: orbita Jupi-
tra. Orbita telesa v L3 je izpu-
²£ena, ker se prikriva z orbito
Jupitra.
45, zahtevamo pa mnogo ve£ji velikostni red α. Zaklju£imo lahko torej, da je β
pribliºno 1.
Poi²£imo sedaj bolj²i pribliºek za β. Ena£bo (16) bomo najprej razvili po α v
okolici neskon£nosti do prvega reda. Razvoj velike koli£ine v okolici neskon£nosti
lahko razumemo kot razvoj obratne vrednosti te koli£ine v okolici 0. Ker bomo
ena£bo razvili le do prvega reda α, bomo zanemarili vse £lene v razvoju, ki so
manj²ega velikostnega reda od 1
α
. Dobljeno poenostavljeno ena£bo bomo nato razvili
²e po β v okolici 1 do prvega reda. Iz kon£ne ena£be bomo dobili pribliºek za β v
prvem redu.
Posluºevali se bomo dveh razvojev: (1 + x)−1 ≈ 1−x+x2 in (1 + x)−2 ≈ 1−2x+
3x2. Oba razvoja sta veljavna, £e je x mnogo manj²i od 1. V£asih bomo obdrºali le
prva dva £lena, v£asih pa prve tri, kolikor jih bo v posameznem primeru potrebno,
da bo kon£en rezultat vseboval vse £lene do prvega reda. Oba omenjena razvoja



















Ker bomo kasneje iskali ²e pribliºke re²itev ena£b (17)(19), bomo najprej posebej
razvili vse £lene ena£b (16)(19). V izpeljavah znak ≈ nakazuje, da si izraza na
levi in desni strani nista enaka, ampak je izraz na desni strani razvoj izraza na levi.








































































)︁2 ≈ αβ2 ∓ 2β3 ± 2αβ3 + 3αβ4 .
































)︁2 ≈ 1(β + 1)2 + 2α (β + 1)3 .




)︁−2, ki pa ne
bo tako enostaven, saj je izraz v imenovalcu po velikosti blizu 0. e ho£emo izraz
razviti, moramo najprej natan£neje dolo£iti velikostni red β v primerjavi z α
1+α
. Iz
ena£be (20) smo ºe ugotovili, da je β pribliºno enaka 1. Uporabimo v ena£bi (16)
nastavek β = 1 + ε, kjer je ε mnogo manj²i od 1, in natan£neje dolo£imo velikostni
red ε. Ena£ba (16) z nastavkom postane
− (1 + α) (1 + ε) + α(︁






V tretjem £lenu ena£be smo upo²tevali, da je α
1+α
= 1 − 1
1+α
. Prva dva £lena sta
o£itno enakega velikostnega reda kot α. e naj bo izraz na levi strani ena£be res
enak 0, je lahko tretji £len kve£jemu enakega velikostnega reda kot α. To pa je
moºno le, £e je ε mnogo ve£ji od 1
1+α
. V nasprotnem primeru je tretji £len zgornje
ena£be vsaj enakega velikostnega reda kot α2. Zaklju£imo lahko torej, da je ε mnogo
ve£ji od 1
α
oziroma da je αε mnogo ve£je od 1. Slednja opazka bo igrala pomembno
vlogo v naslednjem razvoju.
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)︁2 ≈ 1ε2 − 2αε3 .
Razvoje posameznih £lenov bomo sedaj uporabili v razvoju ena£b (16)(19), za-
£en²i s (16). Vstavimo vanjo zvezi (21) in (23), da dobimo
















e v vseh £lenih ena£be uporabimo nastavek β = 1 + ε, dobimo






α (1 + ε)3
+
3







Ena£bo smo sedaj v celoti razvili po α do prvega reda. Razvijmo jo ²e po ε v okolici
0, kar ustreza razvoju po β v okolici 1. Kot pri razvoju ena£b po α bomo tudi tu
uporabili nekatere razvoje potenc dvo£lenika: (1 + ε)−2 ≈ 1−2ε, (1 + ε)−3 ≈ 1−3ε
in (1 + ε)−4 ≈ 1 − 4ε. Vsi razvoji sledijo iz Taylorjeve vrste za potenco dvo£lenika
in so upravi£eni, saj je ε mnogo manj²i od 1. Ko v ena£bi uporabimo vse tri razvoje
in zdruºimo nekatere £lene, dobimo ena£bo










Ena£ba vsebuje £lene razli£nih velikostnih redov. Obdrºali bomo le najve£je. lena
−3αε in − 1
ε2
sta po absolutni vrednosti gotovo mnogo ve£ja od 1, velikostnega reda
£lena 2
αε3
pa ne poznamo. Vsi ostali £leni so zanemarljivi v primerjavi s prvima
dvema, zato jih lahko zanemarimo. Ostane nam ena£ba






Ena£ba je ²e vedno prezahtevna, da bi jo lahko razmeroma preprosto analiti£no
re²ili. Poskusimo natan£neje dolo£iti velikostni red ε v primerjavi z α, da bomo
lahko presodili, £e je morda kateri od £lenov ena£be zanemarljiv. Denimo, da je
ε ∼ αn za nek realni n. Ugotovili smo ºe, da je ε majhen v primerjavi z 1, a hkrati
27
velik v primerjavi z 1
α
. Eksponent n je zato gotovo manj²i od 0 in ve£ji od −1. Ker
nas zanimajo le velikostni redi £lenov, lahko koeciente v zgornji ena£bi zaenkrat
odmislimo. Dobimo ena£bo
α1+n + α−2n + α−1−3n ≈ 0.
e naj bo leva stran ena£be enaka 0, morata biti vsaj dva £lena enakega velikostnega
reda, hkrati pa mora biti ta velikostni red tudi najve£ji velikostni red v ena£bi. Izkaºe
se, da so vse zahteve izpolnjene le, £e sta prva dva £lena enakega velikostnega reda,
kar velja za n = −1
3






je drugi £len ve£jega velikostnega reda od njiju, £e pa sta drugi in tretji £len enakega
velikostnega reda, je n = −1, kar pa ni mogo£e. Velja torej, da je n = −1
3
, tretji





iz tega pa dobimo pribliºek za ε v prvem redu:





Pokaºimo ²e, da najdeni pribliºek leºi znotraj obmo£ja, kjer je ena£ba (16) sploh





. Veljati mora torej




Med obra£anjem neena£be imejmo v mislih, da veljavnost nje ²ele dokazujemo. De-




≈ 1 + 1
α
. Dobimo
























Imenovalca obeh strani sta pozitivna, zato se neena£aj ne obrne, ko neena£bo po-
mnoºimo z njima. Dobimo
α3 > 3α.
Ker je α velikega velikostnega reda, zadnja neena£ba zagotovo drºi. Vse prej²nje
neena£be so ji enakovredne, razlika med α3 in α pa je dovolj velika, da razvoj desne
strani v prvi neena£bi ni vplival na njeno veljavnost. Sledi, da je najdeni pribliºek
za β res znotraj obmo£ja veljavnosti ena£be (16). Dobili smo ustrezen pribliºek za
to£ko L1 v prvem redu. Poi²£imo ²e ostale.
e celoten postopek z majhnimi popravki uporabimo na ena£bi (17), dobimo za
to£ko L2 pribliºek β = 1 + ε, kjer je ε ≈ 13√3α . Dobljeni pribliºek je o£itno znotraj
obmo£ja veljavnosti ena£be (17), saj je spodnji rob obmo£ja ºe pri β < 1. Poloºaja
to£k L1 in L2 sta si simetri£na glede na drugo telo.
Preostane nam ²e razvoj ena£b (18) in (19), ki nam bo dal pribliºen poloºaj
to£ke L3. Z enakim postopkom, kot smo ga prikazali z ena£bo (20), poi²£emo groba
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pribliºka za β. Za ena£bo (18) dobimo grob pribliºek β ≈ −1, ki pa seveda ne pride
v po²tev, saj je β strogo ve£ja od 0. Za ena£bo (19) dobimo grob pribliºek β ≈ 1. Ko
imamo grobe pribliºke, nadaljujemo podobno, kot v razvoju ena£be (16). V ena£bo
(19) vstavimo zvezi (21) in (22). Ena£ba postane















α (β + 1)3
≈ 0.
Ponovno uporabimo nastavek β = 1 + ε, kjer je ε mnogo manj²i od 1, in ena£bo




























− 3αε ≈ 0,




Rezultat je znotraj obmo£ja, kjer ena£ba (19) velja, saj se to obmo£je za velike α
za£ne ºe blizu 0, v na²em rezultatu pa je β ve£ja od 1.
e povzamemo, so za primer, ko je prvo telo mnogo masivnej²e od drugega,
























Upo²tevali smo deniciji α = m1
m2
in β = r
R
. Pripomniti je treba, da se v literaturi
pogosto pojavljajo podobni, a ne povsem enaki pribliºki (viri [15, zveze (18), (19) in
(20) ter odstavek neposredno nad njimi], [3, zveza (8) in zveze (11)]). Pri prehodu
na brezdimenzijsko ena£bo se ve£krat uporabi brezdimenzijsko koli£ino α = m2
m1+m2
,





so si zato v prvem redu enakovredni.
Na mestu je kratek zikalni komentar najdenih pribliºkov. Ker je prvo telo mnogo
masivnej²e od drugega, njuno skupno masno sredi²£e skoraj sovpada z masnim sredi-
²£em prvega telesa. Zato se zdi, kot da drugo in tretje telo obe kroºita okoli masnega
sredi²£a prvega telesa (natan£neje, vsa tri telesa kroºijo okoli skupnega masnega sre-
di²£a prvih dveh teles, a tudi to je zgolj pribliºek). V ena£bi (8) smo pokazali (in
tudi iz tretjega Keplerjevega zakona sledi), da kotna hitrost para teles pada z njuno
medsebojno oddaljenostjo. eprav ni tretje telo v nobeni od prvih treh Lagrangee-
vih to£k od prvega telesa oddaljeno enako kot drugo telo (kratek ra£un pokaºe, da
za velike α niti oddaljenosti od skupnega masnega sredi²£a prvih dveh teles nista
enaki), pa obe okoli prvega telesa kroºita z enako kotno hitrostjo. Drugo telo, ki je
²e vedno mnogo masivnej²e od tretjega, ga zadrºuje v orbiti s kotno hitrostjo, enako
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svoji. e drugega telesa ne bi bilo, bi moralo tretje telo v prvi Lagrangeevi to£ki
(L1) kroºiti z ve£jo kotno hitrostjo, kot dejansko kroºi. e bi drugo telo nenadoma
izginilo, bi tretje telo za£elo padati proti prvemu telesu. Nasprotno pa bi moralo
tretje telo v drugi ali tretji Lagrangeevi to£ki (L2 ali L3) kroºiti po£asneje, £e dru-
gega telesa ne bi bilo. e bi slednje nenadoma izginilo, bi se tretje telo od prvega
oddaljilo in pobegnilo v neskon£nost.
Na podlagi premisleka poskusimo sklepati ²e na stabilnost teh treh leh. e telo iz
katerekoli od leg izmaknemo v radialni smeri, ga prestavimo v vi²jo ali niºjo orbito
okoli prvega telesa, v kateri pa ne more ostati zaradi previsoke obodne hitrosti v pr-
vem oziroma prenizke obodne hitrosti v drugem primeru. V prvem primeru se zato
telo za£ne dodatno oddaljevati od prvega telesa, v drugem pa padati proti njemu.
e telo iz ravnovesnih leg izmaknemo v tangentni smeri glede na njegovo orbito,
se oddalji od prvega in drugega telesa, a ne od obeh enako. Od bliºnjega telesa se
oddalji bolj (razlika razdalj pred in po premiku je ve£ja), zato se gravitacijski vpliv
bliºnjega telesa zmanj²a bolj kot gravitacijski vpliv oddaljenega. Posledi£no rezul-
tanta gravitacijskih sil tretjega telesa ne more ve£ zadrºevati v orbiti. Pri£akujemo
torej, da te tri ravnovesne lege ne bodo stabilne. Do trdnej²ih zaklju£kov bomo pri²li
v razdelku 4.2.
Vrnimo se sedaj k obravnavi ena£be (13). Do sedaj smo obravnavali primera
θ = 0 in θ = π. Ostal nam je ²e zadnji primer, θ ∈ (0, π). Iz ena£be (13) sledi, da
je ρ1 = ρ2. Upo²tevajmo to in zvezo (8) v ena£bi (14), potem ko vanjo vstavimo
































− µR cos θ
ρ13
= 0.










Predpostavimo lahko, da r ni 0, saj smo ta primer ºe obravnavali. Isto£asno se lahko






Na²li smo novo Lagrangeevo to£ko L4, ki skupaj s prvima dvema telesoma tvori
enakostrani£ni trikotnik. e to£ko L4 prezrcalimo £ez os x, dobimo ²e to£ko L5.
Najbolj presenetljivo je, da tvorita legi L4 in L5 s prvima dvema telesoma enako-
strani£ni trikotnik ne glede na njuni masi. e je eno telo masivnej²e od drugega,
se razlika v gravitacijskih silah prvih dveh teles uravnava s centrifugalno silo. V
jeziku inercialnega koordinatnega sistema bi dejali, da manj masivno izmed prvih
dveh teles zadrºuje tretje telo v orbiti okoli skupnega masnega sredi²£a prvih dveh
teles, sicer bi tretje telo kroºilo okoli masnega sredi²£a masivnej²ega od prvih dveh
teles.
Z geometrijskim ra£unom ²e neposredno dolo£imo koordinati r in θ, saj ju bomo
potrebovali v naslednjem razdelku. Tretje telo oklepa s prvima dvema enakostrani£ni
trikotnik, podobno kot je prikazano na sliki 1. asovno spremenljiv kot φ smo
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nadomestili z nespremenljivim kotom θ, razdalji ρ1 in ρ2 sta obe enaki R, iz ena£be
neposredno pod ena£bo (7) pa sledi, da je r2 = µm2R. Za desni trikotnik na sliki 1
po kosinusnem izreku torej velja
r2 = R2 +
µ2
m22












Iz istega trikotnika lahko s kosinusnim izrekom dolo£imo ²e cos θ:
R2 = r2 +
µ2
m22
R2 − 2 µ
m2
Rr cos θ.












































































4.2. Stabilnost Lagrangeevih to£k. V tem razdelku bomo raziskali stabilnost
ravnovesnih leg: ali se telo vrne v ravnovesno lego ali vsaj zadrºuje v njeni okolici,
ko ga izmaknemo iz nje. Ugotovili bomo, da so kolinearne Lagrangeeve to£ke L1,
L2 in L3 nestabilne ravnovesne lege, L4 in L5 pa v£asih stabilni.
Za potencialne sisteme sil je stabilnost ravnovesne lege dolo£ena z vrsto stacio-
narne to£ke potenciala v njej. Vrsto stacionarne to£ke pa navadno najlaºje dolo£imo
s predznakom drugega odvoda v njej za funkcije ene spremenljivke in s predznaki
lastnih vrednosti Hessejeve matrike za funkcije ve£ spremenljivk. Maksimumi po-
tenciala ustrezajo nestabilnim, minimumi pa stabilnim ravnovesnim legam. e je
stacionarna to£ka sedlo, o stabilnosti ravnovesne lege ne moremo soditi na podlagi
tega dejstva. Na² sistem sil zaradi Coriolisove sile ni potencialen, zato ta postopek
ni ustrezen, saj potencial ne opi²e vseh sil v sistemu. Na stabilnost leg bomo morali
sklepati iz ena£b, ki jih porodi Lagrangeeva funkcija v okolici ravnovesnih leg (kar
pa bodo ravno Newtonove ena£be).









































Uporabimo sedaj nastavka r = r
L
+∆r in θ = θ
L





ravnovesne lege, ∆r in ∆θ pa sta oba po absolutni vrednosti dovolj majhni, da
bosta razvoja parcialnih odvodov potenciala v nadaljevanju upravi£ena. Poloºaji
ravnovesnih leg se ne spreminjajo, zato sta ṙ = d
dt
(∆r) ≡ ∆ṙ in θ̇ = d
dt
(∆θ) ≡ ∆θ̇,
kjer sta∆ṙ in∆θ̇ zgolj oznaki za £asovna odvoda∆r in∆θ in ne spremembi £asovnih
odvodov. Podobno sta tudi r̈ = ∆r̈ in θ̈ = ∆θ̈. Zgornji ena£bi z nastavkoma
postaneta
m3∆r̈ −m3 (rL +∆r)∆θ̇
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V zadnji vrstici smo zaradi preglednosti opustili pisanje koordinat, kjer ovredno-
timo druga odvoda, in jih tudi od tu dalje ne bomo ve£ pisali. Razumljeno bo, da
druge odvode vselej vrednotimo v ravnovesnih legah. V drugi vrstici razvoja smo
upo²tevali, da imata parcialna odvoda potenciala ni£lo v ravnovesni legi. Podobno












V skladu s pribliºki prvega reda za odvode bomo v obeh ena£bah zanemarili £lene
drugega reda in ve£. Ostaneta nam ena£bi






















































































V matri£nem zapisu so zavoljo ve£je preglednosti parcialni odvodi ozna£eni s pod-






















in vektor q =
[︁
∆r, ∆θ
]︁T , da lahko ena£bo prepi²emo v
(26) q̈ + Cq̇ +Kq = 0.
Oznaki C in K za pravkar vpeljani matriki sta ustaljeni oznaki za kvadratni problem
lastnih vrednosti, na katerega bomo na² trenutni problem vsak £as prevedli. Dobili
smo homogeno linearno diferencialno ena£bo drugega reda. Uporabimo nastavek
q = eλtq0, kjer je q0 = q(t = 0). e vstavimo nastavek v ena£bo, dobimo(︁
λ2I + λC +K
)︁
q = 0.
Dobili smo kvadratni problem lastnih vrednosti, ki se ga navadno (numeri£no) re²uje



























































































Omenimo, da je ena£bo mo£ prepisati v
λ4 + λ2 (detC + slK) + detK = 0.
Nova oblika na²i razpravi ne prina²a posebnih prednosti in je zato ne bomo upora-
bljali. Omenjamo jo predvsem, ker prikazuje povezavo problema s prej uvedenimi




λ2M + λC +K
)︁














































Prednosti brezdimenzijske oblike sta laºje tolma£enje rezultata (dobimo razmerje
med λ in ω) in laºje numeri£no ra£unanje, saj nam ni treba skrbeti za enote.
Ena£ba ima ²tiri korene. e naj bo ravnovesna lega stabilna, morajo biti vsi ²tirje
koreni neni£elni in imeti nepozitivne realne dele: za negativne realne dele se telo po
odmiku iz ravnovesne lege asimptoti£no vrne vanjo (ne glede na imaginarni del), za
povsem imaginarne korene pa telo po odmiku kroºi okoli nje (natan£neje, telo se
zadrºuje v omejeni okolici ravnovesne lege).





bosta z1 in z2 re²itvi zgornje ena£be kot kvadratne ena£be. Da bo zmeda manj²a,
bomo izraz re²itev uporabljali za re²itve zgornje ena£be kot kvadratne ena£be,
izraz koren pa za re²itve zgornje ena£be kot ena£be £etrte stopnje. Koreni zgornje







z2. Vsi ²tirje koreni ne morejo imeti hkrati negativnih realnih
delov: negativen realni del korena
√
z1 pomeni pozitiven realni del korena −
√
z1. Vsi
²tirje koreni morajo biti potemtakem povsem imaginarni in zatorej re²itvi kvadratne
ena£be z1 in z2 negativni realni ²tevili.
Diskriminanta zgornje ena£be kot kvadratne ena£be mora biti zato pozitivna, da
obstajata dve razli£ni realni re²itvi, prav tako mora biti pozitiven prosti £len, da sta
re²itvi enako predzna£eni, in prav tako tudi linearni koecient, da je vsota re²itev
negativna. Ti trije pogoji skupaj so zadostni in potrebni, da obstajata dve razli£ni
negativni realni re²itvi. Pri zadnjih dveh pogojih, ki sledita iz Vietovih pravil, smo
upo²tevali, da je vodilni koecient kvadratne ena£be enak 1.
Omenimo ²e, da ni£elna diskriminanta ne prina²a stabilne lege: £e je diskriminanta
ni£elna, ima ena£ba eno re²itev druge stopnje in zato dva nasprotna si korena, oba
prav tako druge stopnje. Dobimo dodatni re²itvi diferencialne ena£be (26) oblike
q = teλtq0, ki pa sta lahko stabilni le, £e imata oba korena negativen realni del. To
pa ni mogo£e.
Razi²£imo sedaj stabilnost posameznih Lagrangeevih to£k. Dolo£iti moramo druge




















































































kjer smo ºe upo²tevali zvezo (8): ω2R3 = G(m1+m2). Preden dolo£imo vse potrebne
odvode razdalj ρ1 in ρ2, vpeljimo pomoºne koli£ine a, b, c in d, ki bodo precej
34
skraj²ale na² zapis in bralcu olaj²ale ra£unanje, £e se bo odlo£il sam izpeljati izraze:
Ra = r +
µ
m1










Vse ²tiri vpeljane koli£ine so brezdimenzijske. Prve odvode razdalj ρ1 in ρ2 smo ºe






































































Obravnavajmo najprej stabilnost leg L1, L2 in L3, ki so kolinearne s prvima
dvema telesoma. V prvih dveh legah je koordinata θ enaka 0, v tretji pa je θ enaka
π. Oba primera bomo obravnavali skupaj. Uporabljali bomo znaka ± in ∓. Zgornji
predznak se bo vedno nana²al na primer, ko je θ enaka 0, spodnji pa na primer, ko






































c = 0, d = 0.









































Drugi odvod po r je o£itno vedno negativen, saj je izraz znotraj oklepajev vedno
pozitiven. Nasprotno pa je drugi odvod po θ vedno pozitiven: ko je θ enaka 0,
je izraz v oklepajih negativen, saj je prvi imenovalec ve£ji od drugega in zato od
manj²e koli£ine od²tejemo ve£jo. Skupaj z negativnim predznakom postane odvod
35
pozitiven. Ko je θ enaka π, pa je izraz v oklepajih pozitiven, saj je prvi imenovalec
manj²i od drugega in zato od ve£je koli£ine od²tejemo manj²o, predznak celotnega
izraza pa je pozitiven. Produkt drugih odvodov je zato negativen, me²ani odvod pa
je enak 0. Prosti £len kvadratne ena£be (27) je zatorej negativen in potreben pogoj
za stabilnost ravnovesnih leg neizpolnjen. Ravnovesne lege L1, L2 in L3 so torej
nestabilne.
Nasprotno pa bomo ugotovili, da sta ravnovesni legi L4 in L5 v dolo£enih primerih
stabilni. Legi tvorita s prvima dvema telesoma enakostrani£na trikotnika, zato sta v
obeh legah razdalji ρ1 in ρ2 enaki R. Njuni koordinati r in θ smo dolo£ili v prej²njem






































































Ker tvorita ravnovesni legi s telesoma enakostrani£ni trikotnik in leºi ena od stranic









R za lego L5. V ena£bah se pogosto pojavi
koli£ina r
R











Vstavimo sedaj izraze za druge odvode v ena£bo (27). Z nekaj premetavanja


















Kot vedno smo upo²tevali zvezo (8): ω2R3 = G(m1 + m2). Upo²tevajmo sedaj ²e
obe zvezi v paru (25). Dobimo












































































= 1, ki nam da
































Razpi²emo µ in izpostavimo m1
m2
, da dobimo




































































Spomnimo se brezdimenzijske koli£ine α = m1
m2





































































Linearni koecient in prosti £len sta vedno pozitivna, zato bosta ravnovesni legi
stabilni natanko tedaj, ko bo diskriminanta ena£be pozitivna. I²£emo torej vrednosti
37




(1 + α)2 − 27α > 0,
α2 − 25α + 1 > 0.














Neena£ba velja za α izven intervala, dolo£enega z ni£lama. Ravnovesni legi L4 in L5


















kar je pribliºno enako
α ∈ (0; 0,04) ∪ (24,96;∞).
Intervala ustrezata simetri£nima primeroma, ko je prvo telo vsaj 24,96-krat masiv-
nej²e od drugega in obratno. Simetrijo pri£akujemo, saj nastopata prvi dve telesi v


























Zgornja meja prvega intervala je obratna vrednost spodnje meje drugega. Intervala
sta si zrcalna glede na 1.
Telesom, ki se nahajajo v Lagrangeevih to£kah L4 in L5, pravimo Trojanci [18],
[19]. Navadno so to asteroidi. Do sedaj je bilo odkrito vsaj eno tako telo za sistem
Sonca in Zemlje (α ≈ 333000): 2010 TK7 v L4, ki sledi zelo razpotegnjeni podkvasti
orbiti [20], [18]. Bolj znani so Jupitrovi Trojanci (sistem Sonca in Jupitra, α ≈ 1050),
ki se jih deli na Grke v L4 in Trojance v L5. Po ocenah jih je pribliºno milijon ve£jih
od enega kilometra. Najve£ji med njimi je Hektor premera 225 km v L4 (v gr²kem
kampu; ime torej ni najbolj posre£eno) [17].
Iz ena£be (28) lahko dolo£imo kotno hitrost tretjega telesa okoli ravnovesne lege,
λ, iz kotne hitrosti pa obhodni £as. Ozna£imo obhodni £as tretjega telesa okoli
ravnovesne lege s t0, obhodni £as prvih dveh teles okoli skupnega masnega sredi²£a
pa s T0 (£e je α mnogo ve£ja od 1, je to kar obhodni £as drugega telesa okoli prvega).















Za primer Sonca in Jupitra (α ≈ 1050) z obhodno dobo Jupitra okoli Sonca 11,86
let dobimo obhodni dobi 11,9 let in 148 let.
Omenimo ²e, da je lahko razporeditev teles v enakostrani£ni trikotnik stabilna
tudi, £e masa tretjega telesa ni zanemarljiva v primerjavi z maso drugega [14, zadnji
odstavek odseka 12.7]. Mora pa biti tedaj masa prvega telesa mnogo ve£ja od mas
obeh drugih teles [5, odsek 4].
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Slovar strokovnih izrazov
action nuja, tudi akcija
ane space an prostor
angular momentum vrtilna koli£ina
angular velocity kotna hitrost
centre of mass masno sredi²£e  def. 3.1
centre of gravity teºi²£e  prijemali²£e gravitacijske sile; ne sovpada nujno z
masnim sredi²£em
closed system zaprt sistem
conguration space konguracijski prostor
confocal ellipses konfokalne elipse, sogori²£ne elipse
conservative ∼ force konservativna sila; ∼ vector eld potencialno ali konser-
vativno vektorsko polje
Coriolis force Coriolisova sila
covariance kovarianca
cyclic coordinate cikli£na koordinata
Gâteaux derivative Gâteauxov odvod
generalized ∼ coordinate posplo²ena koordinata; ∼ force posplo²ena sila; ∼
momentum posplo²ena gibalna koli£ina; ∼ potential posplo²eni potencial; ∼
velocity posplo²ena hitrost
Hamilton's principle Hamiltonov princip
Hamiltonian (function) Hamiltonova funkcija, tudi Hamiltonian ali Hamiltoni-
anka
Hessian matrix Hessejeva matrika
holonomic constraint holonomna vez
inertial system inercialen sistem
Jacobi energy function Jacobijeva energijska funkcija
Kepler's laws of planetary motion Keplerjevi zakoni
Lagrange point Lagrangeeva to£ka
Lagrangian (function) Lagrangeeva funkcija, tudi Lagrangian ali Lagrangianka
Lagrangian mechanics Lagrangeeva mehanika
line integral krivuljni integral
manifold mnogoterost
N-body problem problem N teles
phase space fazni prostor
potential force potencialna sila - ponekod denirana enako kot konservativna sila
principle of ∼ action ∼ stationary princip stacionarne nuje; ∼ least princip
najmanj²e nuje
quadratic eigenvalue problem kvadratni problem lastnih vrednosti
quadratic form kvadratna forma
reduced mass reducirana masa
restricted three-body problem restriktivni problem treh teles
submanifold podmnogoterost
tangent bundle tangentni sveºenj
tangent space tangentni prostor
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